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ВСТУП 

 

Оптимізація маршрутів доставки є однією з ключових задач у сфері 

логістики, що безпосередньо впливає на ефективність роботи транспортних 

компаній, кур'єрських служб, дистриб'юторських центрів та інших підприємств, 

пов'язаних із перевезеннями. Правильно сплановані маршрути дозволяють 

скоротити витрати на паливо, мінімізувати затримки у доставці, покращити 

якість обслуговування клієнтів і оптимізувати використання транспортних 

засобів. 

На сьогодні існує багато підходів до вирішення задачі маршрутизації. 

Вони поділяються на три основні групи: 

 Точні методи – дозволяють знайти оптимальне рішення, але часто мають 

високу обчислювальну складність (метод повного перебору, метод гілок і 

меж, динамічне програмування). 

 Евристичні методи – забезпечують швидке отримання наближених 

рішень, хоча не гарантують їхньої оптимальності (метод найближчого 

сусіда, метод вставки). 

 Метаевристичні методи – застосовують механізми оптимізації, засновані 

на еволюційних або біологічних принципах, що дозволяє знайти 

ефективні рішення для складних задач (генетичний алгоритм, мурашиний 

алгоритм, імітація відпалу). 

У даній роботі основна увага приділяється точним методам оптимізації 

маршрутів доставки, зокрема методу повного перебору та методу Кларка-Райта. 

Метод повного перебору гарантує знаходження найкоротшого маршруту, проте 

його обчислювальна складність стрімко зростає зі збільшенням кількості 

пунктів доставки. Метод Кларка-Райта, у свою чергу, є комбінованим підходом, 

що дозволяє зменшити загальну довжину маршруту шляхом об'єднання поїздок 

з урахуванням принципу "економії" відстані. 

 



  5 

 

РОЗДІЛ 1. ПОСТАНОВКА ЗАВДАННЯ 

 

У сучасних логістичних системах ефективне планування маршрутів 

доставки відіграє ключову роль у зниженні витрат, підвищенні швидкості 

обслуговування клієнтів і загальній продуктивності перевезень. Задача 

оптимізації маршрутів доставки належить до класу NP-складних, що вимагає 

застосування спеціалізованих методів розв’язання. Однією з перспективних 

напрямків є використання точних алгоритмів, які гарантують знаходження 

оптимального рішення, хоч і вимагають високих обчислювальних ресурсів. 

У межах цієї бакалаврської роботи розглядаються та реалізуються такі 

точні алгоритми оптимізації маршрутів доставки: 

 метод повного перебору; 

 метод гілок і меж; 

 метод динамічного програмування (алгоритм Беллмана–Форда); 

 метод Кларка–Райта. 

Для досягнення мети роботи ставляться наступні завдання: 

1. Провести інформаційний огляд основних підходів до оптимізації 

маршрутів, зосередившись на точних методах. 

2. Розглянути математичні основи кожного з обраних алгоритмів, описати 

їхню логіку, ефективність та особливості застосування. 

3. Сформулювати формальну постановку задачі маршрутизації, 

побудувати відповідну математичну модель. 

4. Реалізувати алгоритми розв’язання задачі з використанням наведених 

методів, надати блок-схеми та алгоритмічні описи. 

5. Розробити програмне забезпечення, що дозволяє: 

o обирати метод оптимізації; 

o вводити та редагувати вихідні дані (матриці відстаней); 

o отримувати оптимальні маршрути доставки. 

6. Провести інтеграцію алгоритмів в єдиний інтерфейс користувача. 
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7. Скласти інструкцію з використання програми для кінцевих 

користувачів. 

8. Провести порівняльний аналіз ефективності реалізованих методів на 

тестових прикладах. 

Таким чином, результатом виконання роботи має стати функціональна 

програмна система, що надає інструменти для дослідження та практичного 

застосування точних методів оптимізації маршрутів доставки в задачах 

логістики. 
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РОЗДІЛ 2. ІНФОРМАЦІЙНИЙ ОГЛЯД 

 

2.1. Основні підходи до оптимізації маршрутів доставки 

Оптимізація маршрутів доставки є однією з найважливіших задач у сфері 

логістики та транспортних перевезень. Вона спрямована на мінімізацію витрат, 

зменшення часу доставки та підвищення ефективності використання ресурсів. 

В сучасній науці та практиці існує кілька основних підходів до вирішення цієї 

задачі: точні методи, евристичні методи та метаевристичні методи. 

Точні методи забезпечують знаходження оптимального рішення, тобто 

найкоротшого маршруту або найкращого розподілу ресурсів. Проте їхнім 

головним недоліком є висока обчислювальна складність, що ускладнює 

використання для великих задач. До основних точних методів належать: 

 Метод повного перебору – передбачає перевірку всіх можливих варіантів 

маршрутів і вибір найоптимальнішого. Цей метод є оптимальним, але 

надзвичайно повільним при великій кількості точок. 

 Метод гілок і меж – дозволяє відсіювати невигідні варіанти ще до 

повного їх розгляду, що суттєво зменшує кількість необхідних обчислень. 

 Метод динамічного програмування (алгоритм Беллмана–Форда) – 

розділяє задачу на підзадачі, які вирішуються незалежно, а потім 

комбінуються в остаточне рішення. 

 Лінійне програмування (метод Симплекс) – використовується для 

вирішення задач з обмеженнями, такими як обмеження на місткість 

транспортних засобів або часові рамки. 

Евристичні методи пропонують швидке знаходження прийнятних (але не 

обов’язково оптимальних) рішень. Вони використовуються в реальних умовах, 

коли необхідно знайти рішення за короткий проміжок часу. 

 Метод найближчого сусіда – починається з довільної точки і кожного 

разу вибирає найближчу точку як наступну. 
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 Метод найменшої вартості – базується на виборі наступного кроку, який 

дає найменшу приріст вартості маршруту. 

 Жадібні алгоритми – будують рішення поступово, вибираючи на 

кожному етапі найбільш вигідний варіант. 

Евристичні методи добре працюють у випадках з великою кількістю 

точок, але не гарантують оптимального рішення. 

Метаевристики – це вдосконалені евристичні методи, які використовують 

принципи оптимального пошуку, адаптуючи рішення залежно від отриманих 

результатів. Вони поєднують випадковість із системним підходом для кращого 

дослідження простору рішень. До основних методів належать: 

 Генетичний алгоритм – базується на еволюційних принципах природного 

відбору, схрещування та мутацій для створення нових рішень. 

 Метод імітації відпалу – імітує процес охолодження металів, поступово 

зменшуючи випадковість у виборі нового маршруту. 

 Мурашиний алгоритм – використовує поведінку мурах у природі, які 

прокладають шлях на основі слідів феромонів. 

Метаевристики є ефективними для великих задач і дають наближені до 

оптимальних результати. 

 

2.2. Типи точних алгоритмів оптимізації маршрутів 

Точні алгоритми – це методи, які гарантують знаходження оптимального 

рішення для задачі маршрутизації шляхом повного перебору всіх можливих 

варіантів або застосування математичних методів, що дозволяють скоротити 

кількість розглянутих випадків. Вони відзначаються високою точністю, проте 

їхнім недоліком є значна обчислювальна складність, особливо для великих 

задач. 

Основними точними алгоритмами для оптимізації маршрутів доставки є: 

2.2.1. Метод повного перебору (Brute Force) 
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Метод повного перебору передбачає розгляд усіх можливих варіантів 

маршрутів та вибір найоптимальнішого серед них. Він є найпростішим з 

погляду реалізації, оскільки не потребує складних математичних перетворень. 

Принцип роботи: 

1. Генерується повний список усіх можливих маршрутів між заданими 

пунктами. 

2. Для кожного маршруту обчислюється загальна довжина або інший 

критерій оптимізації. 

3. Обирається маршрут із найменшим значенням цільової функції 

(найкоротший або найвигідніший). 

Переваги: 

 Гарантоване знаходження оптимального рішення. 

 Простота реалізації. 

Недоліки: 

 Висока обчислювальна складність: O(n!), що робить метод непридатним 

для великих задач. 

 Збільшення кількості можливих маршрутів при зростанні числа точок 

доставки. 

2.2.2. Метод гілок і меж (Branch and Bound) 

Метод гілок і меж є вдосконаленою версією повного перебору, що 

дозволяє скоротити кількість перевірених варіантів шляхом відсікання завідомо 

неефективних маршрутів. 

Принцип роботи: 

1. Розглядаються всі можливі шляхи, але проводиться їх розбиття на 

підзадачі (гілки). 

2. Для кожної підзадачі визначаються межі (мінімально можливе значення 

функції). 

3. Якщо певний маршрут має гірший показник, ніж поточний найкращий, 

він відсікається. 
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4. Процес триває, поки не буде знайдено оптимальний маршрут. 

Переваги: 

 Ефективніше за повний перебір. 

 Можливість скорочення кількості перевірених варіантів. 

Недоліки: 

 Складна реалізація. 

 При великій кількості точок метод усе ще потребує значних 

обчислювальних ресурсів. 

2.2.3. Метод динамічного програмування (Dynamic Programming) 

Цей метод застосовується до задач, які можна розбити на підзадачі з 

оптимальними підрішеннями. У контексті маршрутизації він дозволяє 

ефективно знаходити оптимальний шлях за рахунок збереження результатів 

проміжних обчислень. 

Принцип роботи: 

1. Задача маршрутизації ділиться на підзадачі, які вирішуються окремо. 

2. Результати розв’язання підзадач зберігаються, щоб уникнути повторних 

обчислень. 

3. Оптимальний маршрут визначається шляхом вибору найкращих варіантів 

серед підзадач. 

Приклад: 

Одним із найвідоміших алгоритмів, заснованих на динамічному програмуванні, 

є алгоритм Беллмана-Хелда-Карпа, який вирішує задачу комівояжера (TSP). 

Переваги: 

 Економія обчислювальних ресурсів за рахунок запам’ятовування 

проміжних результатів. 

 Оптимальність знайденого рішення. 

Недоліки: 

 Потребує великої кількості пам’яті. 

 Висока обчислювальна складність O(2^n * n). 



  11 

 

2.2.4. Метод Кларка-Райта (Clarke-Wright Savings Algorithm) 

Метод Кларка-Райта є одним із найпоширеніших алгоритмів для 

розв’язання задачі маршрутизації транспортних засобів (VRP). Він 

використовує евристичний підхід, що дозволяє скорочувати довжину маршруту 

шляхом об’єднання поїздок із врахуванням економії відстані. 

Принцип роботи: 

1. Визначається початковий набір маршрутів, у яких кожен пункт доставки 

обслуговується окремо. 

2. Для кожної пари точок визначається показник «економії» (saving) – 

наскільки вигідніше об’єднати два маршрути в один. 

3. Виконується поступове об’єднання маршрутів, починаючи з пар із 

найбільшою економією. 

4. Отриманий маршрут перевіряється на відповідність обмеженням 

(вантажопідйомність, час доставки). 

Переваги: 

 Дозволяє отримати якісне рішення набагато швидше, ніж метод повного 

перебору. 

 Враховує економію відстані при плануванні маршрутів. 

 Легко адаптується до реальних обмежень (наприклад, обмежень на 

вантажопідйомність транспорту). 

Недоліки: 

 Не завжди гарантує оптимальність рішення. 

 Може працювати неефективно при великій кількості точок, якщо 

економія незначна. 

У цій роботі основну увагу буде приділено методу повного перебору та методу 

Кларка-Райта, їхній теоретичній реалізації, програмній розробці та тестуванню 

ефективності в реальних умовах. 

 

2.3. Огляд методів оптимзації маршрутів 
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2.3.1. Метод повного перебору: основи та застосування 

Метод повного перебору (англ. Brute Force) є одним із найпростіших і 

найнадійніших способів розв’язання задачі маршрутизації. Його суть полягає в 

тому, що він перевіряє всі можливі комбінації маршрутів і вибирає 

найоптимальніший за визначеним критерієм, наприклад, за мінімальною 

відстанню або часом пересування. 

Цей метод ідеально підходить для малих задач, де кількість варіантів 

маршруту не перевищує допустимі обчислювальні межі. Однак, із ростом 

кількості точок доставки обчислювальна складність методу різко зростає, що 

робить його непридатним для великих задач. 

Математичне формулювання задачі 

Розглянемо задачу комівояжера (Traveling Salesman Problem, TSP), яка є 

однією з класичних задач комбінаторної оптимізації. 

Нехай: 

 Є множина точок доставки N = {1, 2, ..., n}, 

 Відстань між будь-якими двома точками i та j позначається як d(i, j), 

 Потрібно знайти найкоротший маршрут, що проходить через кожну точку 

рівно один раз і повертається до початкової точки. 

Метод повного перебору обчислює довжину всіх можливих маршрутів і 

вибирає найкоротший: 

 

     
    

               

 

   

 

 

де S_n – множина всіх можливих перестановок точок. 

Алгоритм повного перебору 

Метод повного перебору виконується наступним чином: 

1. Генерується список всіх можливих перестановок точок маршруту. 
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2. Для кожного маршруту обчислюється його загальна довжина або інший 

критерій оптимізації. 

3. Вибирається маршрут із найменшою довжиною. 

Приклад реалізації алгоритму 

Нехай потрібно знайти оптимальний маршрут для 4 точок (A, B, C, D), 

включаючи повернення до початкової точки. 

1. Можливі маршрути: 

o A → B → C → D → A 

o A → B → D → C → A 

o A → C → B → D → A 

o ... (усього 6 перестановок, тобто 3! = 6). 

2. Для кожного маршруту обчислюється його довжина. 

3. Вибирається найкоротший маршрут. 

Обчислювальна складність методу 

Метод повного перебору має факторіальну складність O(n!), що означає 

експоненційний ріст кількості перевірених варіантів при збільшенні кількості 

точок доставки. 

Кількість точок (n) Кількість можливих маршрутів (n!) 

3 6 

4 24 

5 120 

6 720 

10 3 628 800 

15 1 307 674 368 000 

 

Через стрімке зростання кількості комбінацій метод непридатний для 

великих задач (n > 10). 

Переваги та недоліки методу 

Переваги: 
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 Гарантоване знаходження глобально оптимального рішення. 

 Простота реалізації. 

 Підходить для задач із невеликою кількістю точок. 

Недоліки: 

 Висока обчислювальна складність O(n!). 

 Неможливість використання для великих задач через довгий час 

виконання. 

 Не враховує можливість ефективного скорочення простору пошуку. 

Застосування методу повного перебору 

Метод використовується в таких випадках: 

 Оптимізація малих логістичних маршрутів (до 8-10 точок). 

 Тестування інших алгоритмів (як еталонне рішення для перевірки їхньої 

точності). 

 Задачі з невеликою кількістю варіантів вибору (наприклад, оптимізація 

черговості виконання завдань). 

У великих задачах метод повного перебору зазвичай не використовується, 

оскільки його замінюють більш ефективні алгоритми, такі як метод Кларка-

Райта, метод гілок і меж або евристичні підходи. 

 

2.3.2 Метод гілок і меж: основи та застосування 

Метод гілок і меж (англ. Branch and Bound) є одним з ефективних точних 

методів розв’язання задачі комівояжера та інших комбінаторних задач 

оптимізації. На відміну від повного перебору, цей підхід дозволяє значно 

скоротити кількість розглянутих варіантів завдяки використанню оціночних 

функцій та відсіканню частини рішень, які гарантовано не містять 

оптимального результату. 

Метод базується на систематичному розбитті (гілкуванні) простору 

можливих рішень на менші підзадачі (гілки) з подальшим обчисленням нижньої 

(або верхньої) межі вартості рішень у кожній гілці. Якщо межа певної гілки є 
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гіршою, ніж поточне найкраще знайдене рішення, така гілка відсікається (тобто 

не розглядається далі). 

Ключові компоненти методу: 

 Гілкування — поділ задачі на підзадачі з фіксацією певного рішення 

(наприклад, перших k міст у маршруті). 

 Обчислення межі — оцінка мінімально можливої вартості (довжини) 

маршруту для кожної підзадачі. Часто використовується метод зниження 

матриці витрат. 

 Відсічення — виключення гілок, у яких мінімальна можлива вартість 

перевищує поточне найкраще знайдене рішення. 

 Пріоритетність — вибір гілки, яка буде розглядатись наступною 

(зазвичай — з найменшою оцінкою межі). 

Переваги методу: 

 Значно ефективніший за повний перебір при великих розмірах задачі. 

 Гарантує знаходження глобального оптимуму. 

 Гнучко адаптується під різні типи задач (наприклад, з обмеженнями). 

Метод гілок і меж широко використовується у вирішенні задач 

комівояжера (TSP), розподілу ресурсів, задачі призначення, оптимізації 

виробничих графіків та логістичних задачах доставки. У контексті доставки, 

метод дозволяє знаходити найкоротший маршрут, який починається з пункту 

відправлення, відвідує всі задані точки, і повертається назад до складу. 

 

2.3.3. Метод динамічного програмування (алгоритм Беллмана–

Форда): основи та застосування 

Алгоритм Беллмана–Форда — це класичний алгоритм пошуку 

найкоротших шляхів у зваженому графі з можливістю існування ребер з 

від’ємною вагою. Його основою є принцип динамічного програмування, згідно 

з яким складну задачу розбивають на підзадачі, результати яких 

використовуються для розв’язання загальної задачі. 
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На відміну від алгоритму Дейкстри, алгоритм Беллмана–Форда працює 

коректно навіть при наявності від’ємних ваг, що робить його універсальнішим 

у застосуванні до задач маршрутизації, де можуть бути, наприклад, знижки, 

зворотна доставка тощо. 

Алгоритм виконує послідовні ітерації, на яких поступово "релаксує" 

(оновлює) відстані до кожної вершини, перевіряючи, чи можна покращити 

поточну найкоротшу відстань через інші вершини. Основні етапи: 

1. Ініціалізація: 

Всі відстані до вершин встановлюються як нескінченність, крім 

початкової вершини, відстань до якої дорівнює нулю. 

2. Релаксація: 

Протягом (V−1) ітерацій (де V — кількість вершин) для кожного ребра 

перевіряється, чи можна скоротити шлях до вершини через іншу 

вершину. Якщо так — оновлюється відстань. 

3. Перевірка нациклів з від’ємною вагою: 

Після виконання основних ітерацій алгоритм виконує ще одну перевірку. 

Якщо вдається ще раз оновити значення — у графі присутній цикл з 

від’ємною вагою, і задача не має розв’язку в класичному сенсі. 

 

Алгоритм Беллмана–Форда може використовуватись у задачах 

оптимізації маршрутів, де: 

 Необхідно знайти найкоротші шляхи між пунктами з урахуванням 

витрат; 

 Можуть бути негативні ваги (наприклад, економія на зворотних 

маршрутах або бонусні умови); 

 Важлива гарантія точного результату, незалежно від знаків ваг. 

У контексті доставки, алгоритм дозволяє знайти найменш витратні шляхи 

доставки товарів від центрального складу до клієнтів або між проміжними 



  17 

 

точками, особливо в умовах, коли зв’язки між деякими пунктами мають 

нестандартні (наприклад, знижені) вартості. 

Переваги: 

 Підходить для графів з від’ємними вагами; 

 Простий у реалізації; 

 Дає гарантовано правильний результат при відсутності негативних 

циклів. 

Недоліки: 

 Вищий час виконання у порівнянні з деякими іншими алгоритмами 

(O(V·E)); 

 Не підходить для графів з циклами від’ємної ваги (хоча дозволяє виявити 

їх). 

 

Метод динамічного програмування на основі алгоритму Беллмана–Форда 

є ефективним інструментом для вирішення задач маршрутизації в умовах, коли 

важливо враховувати повний спектр варіантів вартостей, включаючи негативні. 

Його застосування в системах планування логістики дозволяє знаходити 

найекономічніші шляхи транспортування навіть у складних мережах. 

 

2.3.4. Метод Кларка-Райта: основи та застосування 

Метод Кларка-Райта (Clarke-Wright Savings Algorithm) — це один із 

найефективніших евристичних алгоритмів для вирішення задачі маршрутизації 

транспортних засобів (Vehicle Routing Problem, VRP). Його основна ідея 

полягає в скороченні загальної довжини маршруту шляхом об'єднання окремих 

маршрутів у більш ефективні тури. 

Метод був запропонований Кларком і Райтом у 1964 році як спосіб 

оптимізації розвезення товарів від одного складу до кількох споживачів, коли 

транспортний засіб повинен повернутися на базу після кожного рейсу. 

Математичне формулювання задачі 
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Нехай є: 

 Депо (склад), позначений як 0. 

 Клієнти (точки доставки), позначені як 1, 2, ..., n. 

 Відстань між кожною парою точок d(i,j)d(i, j)d(i,j). 

Початково вважається, що кожен клієнт обслуговується окремим 

транспортним засобом, який виїжджає з депо, доставляє вантаж і повертається 

назад. 

Мета алгоритму — об'єднати ці маршрути таким чином, щоб загальна 

відстань була мінімальною. 

Формула економії Кларка-Райта 

Ключовим показником методу є так зване "збереження" (savings), яке 

обчислюється за формулою: 

                            

 

де: 

 S(i,j) — вигода від об'єднання клієнтів i та j в один маршрут. 

 d(0,i)  і d(0,j) — відстані від депо до клієнтів i і j. 

 d(i,j) — відстань між клієнтами i і j. 

Якщо S(i,j)>0S(i, j) > 0S(i,j)>0, то вигідніше поєднати двох клієнтів в один 

маршрут, ніж обслуговувати їх окремо. 

Алгоритм Кларка-Райта 

1. Ініціалізація 

o Кожен клієнт обслуговується окремо (маршрут: депо → клієнт → 

депо). 

2. Обчислення значень економії для всіх пар клієнтів S(i,j)S(i, j)S(i,j). 

3. Сортування пар клієнтів у порядку зменшення S(i,j)S(i, j)S(i,j). 

4. Об'єднання маршрутів 

o Починаючи з найбільшого значення S(i,j)S(i, j)S(i,j), об’єднуємо 

клієнтів у спільні маршрути за умови, що не порушуються 
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обмеження транспортного засобу (вантажопідйомність, 

максимальна довжина маршруту). 

5. Формування остаточного маршруту 

o Об'єднані маршрути утворюють остаточний оптимізований 

маршрут доставки. 

 

Приклад застосування методу Кларка-Райта 

Розглянемо задачу, в якій є 4 клієнти A, B, C, D та центральний склад O. 

Відстань 

між 

точками 

O –  

A 

O –  

B 

O –  

C 

O –  

D 

A –  

B 

A –  

C 

A –  

D 

B –  

C 

B –  

D 

C –  

D 

Відстань 

(км) 

10 12 15 20 8 6 9 7 10 5 

 

 

1. Спочатку кожен клієнт має власний маршрут: 

o O → A → O 

o O → B → O 

o O → C → O 

o O → D → O 

2. Обчислюємо економію для пар клієнтів: 

o S(A,B)=10+12−8=14S(A, B) = 10 + 12 - 8 = 14S(A,B)=10+12−8=14 

o S(A,C)=10+15−6=19S(A, C) = 10 + 15 - 6 = 19S(A,C)=10+15−6=19 

o S(B,C)=12+15−7=20S(B, C) = 12 + 15 - 7 = 20S(B,C)=12+15−7=20 

o S(C,D)=15+20−5=30S(C, D) = 15 + 20 - 5 = 30S(C,D)=15+20−5=30 

3. Об’єднуємо маршрути, починаючи з найбільшого значення: 

o Клієнти C і D мають найбільшу економію → вони об'єднуються в 

один маршрут. 

o Потім об'єднуємо B та C тощо. 
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4. Остаточний маршрут: 

o O → B → C → D → O (замість трьох окремих маршрутів). 

Переваги та недоліки методу 

Переваги: 

 Низька обчислювальна складність O(n²) у порівнянні з методом повного 

перебору O(n!). 

 Гнучкість: можна модифікувати для обліку різних обмежень 

(вантажопідйомність, часові вікна тощо). 

 Дає близьке до оптимального рішення за короткий час. 

Недоліки: 

 Не завжди дає найкраще глобальне рішення (оскільки це евристичний 

метод). 

 Може потребувати додаткового налаштування для складних логістичних 

задач. 

 Ефективність залежить від початкової структури вхідних даних. 

Застосування методу Кларка-Райта 

Метод широко використовується в таких сферах: 

 Логістика та доставка: оптимізація маршрутів кур’єрських служб, служб 

доставки продуктів тощо. 

 Транспортне планування: мінімізація витрат на паливо та скорочення 

пробігу транспорту. 

 Індустріальні перевезення: зменшення кількості транспортних засобів, 

необхідних для доставки товарів. 

Метод Кларка-Райта є ефективною альтернативою для оптимізації 

логістичних задач, коли методи точного розв’язання є занадто обчислювально 

складними. 

 

2.4. Переваги та недоліки точних алгоритмів 

Переваги точних алгоритмів: 
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1. Гарантоване знаходження оптимального розв’язку: 

Точні алгоритми, як-от метод повного перебору, метод гілок і меж або 

динамічного програмування, знаходять саме той розв’язок, який мінімізує 

(або максимізує) задану цільову функцію. Це особливо важливо для 

задач, де навіть незначне відхилення може призвести до суттєвих втрат 

або порушень логістичних умов. 

2. Формальна математична обґрунтованість: 

Методи базуються на строгих математичних принципах (перебір усіх 

комбінацій, теорема оптимальності Беллмана, принцип гілок і меж тощо), 

що забезпечує прозорість і контрольованість процесу розв’язання задачі. 

 

3. Можливість використання як еталонного рішення: 

Завдяки точності, результати цих методів можуть бути використані для 

оцінки якості евристичних чи наближених методів у задачах великої 

складності. 

4. Гнучкість у формулюванні обмежень: 

Багато точних методів дозволяють чітко враховувати різноманітні 

обмеження (наприклад, обмеження по вазі, часу доставки, кількості 

машин тощо). 

Недоліки точних алгоритмів: 

1. Висока обчислювальна складність: 

Для задач з великою кількістю точок або параметрів точні алгоритми 

швидко втрачають ефективність через експоненціальне зростання 

кількості обчислень (наприклад, факторіальна складність у методі 

повного перебору). 

2. Обмежене застосування для великих задач: 

У реальних логістичних системах з десятками або сотнями пунктів 

доставки точні методи часто стають практично незастосовними через 

високі ресурси, необхідні для обчислень. 
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3. Часове споживання: 

Навіть при сучасному рівні обчислювальної техніки, обчислення 

оптимального рішення точним методом може займати значний час, що 

неприйнятно для задач реального часу. 

4. Необхідність спрощення моделі: 

Щоб зробити задачу придатною до вирішення точними методами, іноді 

доводиться спрощувати або обмежувати модель задачі, що може 

призводити до втрати деякої частини реальної інформації. 

Точні алгоритми є надійним інструментом для вирішення задач маршрутизації, 

де необхідна абсолютна оптимальність результату. Проте їх застосування 

ефективне здебільшого для задач малого або середнього розміру. У задачах 

великого масштабу точні методи часто комбінуються з евристичними або 

наближеними підходами для досягнення компромісу між точністю і швидкістю 

обчислення. 
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РОЗДІЛ 3. ТЕОРЕТИЧНА ЧАСТИНА 

 

3.1. Формалізація задачі оптимізації маршрутів 

Задача оптимізації маршрутів передбачає знаходження найкоротшого або 

найекономічнішого шляху для доставки товарів або послуг між заданими 

точками. Вона є ключовою у транспортній логістиці та управлінні ланцюгами 

постачання. Основними цілями оптимізації маршрутів є мінімізація загальної 

довжини маршруту, зменшення витрат на паливо, скорочення часу доставки та 

максимальне завантаження транспортних засобів. 

Математична постановка задачі 

Задача оптимізації маршрутів може бути представлена у вигляді 

математичної моделі: 

 Нехай є множина точок V = {v₀ , v₁ , ..., vₙ}, де v₀  – це склад або центр 

доставки, а інші точки v₁ , ..., vₙ – це клієнти, яких необхідно обслужити. 

 Існує матриця відстаней D = [dᵢₙ], де dᵢₙ – це відстань або вартість 

переміщення між точками vᵢ та vₙ. 

 Необхідно знайти маршрут P, який проходить через всі точки при 

мінімальній загальній довжині або витратах. 

Обмеження задачі 

При оптимізації маршрутів необхідно враховувати такі обмеження: 

1. Вантажопідйомність транспорту – кожен автомобіль має максимальну 

кількість вантажу, яку він може перевозити. 

2. Часові вікна доставки – клієнти можуть мати певні часові інтервали, у які 

необхідно здійснити доставку. 

3. Обмеження на кількість зупинок – у маршрутах можуть бути встановлені 

обмеження на кількість зупинок або загальну тривалість поїздки. 
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4. Динамічні зміни – можливі зміни в реальному часі, такі як затори або 

затримки на розвантаження. 

Основні варіанти задачі оптимізації маршрутів 

1. Задача комівояжера (TSP) – знаходження найкоротшого маршруту, що 

проходить через всі точки лише один раз і повертається у вихідну точку. 

2. Задача маршрутизації транспортних засобів (VRP) – оптимізація 

маршрутів для декількох транспортних засобів із врахуванням їхньої 

місткості. 

3. VRP з часовими вікнами (VRPTW) – модифікація VRP, яка враховує 

часові обмеження на доставку. 

4. Динамічний VRP (DVRP) – задача з урахуванням змін у реальному часі. 

Формалізація задачі оптимізації маршрутів є основою для розробки 

ефективних алгоритмів розв’язання. Вона дозволяє чітко визначити критерії 

оптимізації, сформулювати обмеження та вибрати відповідний метод 

вирішення, наприклад, точні алгоритми, такі як метод повного перебору або 

метод Кларка-Райта. 

 

3.2. Методи розв’язання задач маршрутизації 

Задачі маршрутизації можуть бути вирішені різними методами залежно 

від їхньої складності, кількості об'єктів та обмежень. Усі методи можна 

поділити на три основні категорії: 

 Точні методи – гарантують знаходження оптимального рішення, але 

можуть бути обчислювально складними. 

 Евристичні методи – дозволяють знайти наближене рішення за 

прийнятний час, але не гарантують оптимальності. 
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 Метаевристичні методи – використовують вдосконалені евристики для 

знаходження хороших (але не обов’язково оптимальних) рішень у 

складних задачах. 

Точні методи 

Точні методи забезпечують знаходження оптимального маршруту, але 

їхній обчислювальний час експоненційно зростає із збільшенням 

кількості точок. Вони ефективні для невеликих задач. 

1. Метод повного перебору (Brute Force) 

o Перевіряє всі можливі маршрути й обирає найкращий. 

o Оптимальний, але обчислювально затратний. 

o Підходить для задач із малою кількістю пунктів доставки. 

2. Метод гілок і меж (Branch and Bound) 

o Зменшує кількість необхідних обчислень шляхом відсіювання явно 

неоптимальних рішень. 

o Дає точний результат, але при великій кількості точок може бути 

повільним. 

3. Метод динамічного програмування (Dynamic Programming, DP) 

o Використовується для задач комівояжера (TSP) та подібних 

проблем. 

o Дозволяє розбивати задачу на підзадачі, що значно прискорює 

розрахунки у порівнянні з повним перебором. 

4. Метод Кларка-Райта (Clarke-Wright Savings Algorithm) 

o Використовує евристичний підхід до оптимізації маршрутів 

шляхом об’єднання коротших маршрутів для економії загальної 

відстані. 
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o Менш обчислювально затратний, ніж повний перебір. 

Евристичні методи 

Евристичні методи забезпечують швидке отримання наближеного 

рішення, хоча воно може бути далеким від оптимального. Вони 

використовуються для великих задач, де точні методи є надто 

повільними. 

1. Метод найближчого сусіда (Nearest Neighbor Algorithm) 

o Починає з початкової точки й на кожному кроці додає найближчу 

ще не відвідану точку. 

o Швидкий, але може давати неоптимальні маршрути. 

2. Метод жадібної вставки (Greedy Insertion Algorithm) 

o Починає з малого маршруту й поступово додає нові точки у 

найвигідніше місце. 

o Часто використовується у логістичних системах. 

3. Метод двохоптимального обміну (2-opt Algorithm) 

o Покращує початковий маршрут шляхом перевірки та обміну 

ділянок маршруту для зменшення загальної довжини. 

Метаевристичні методи 

Метаевристичні методи є розширенням евристичних підходів та 

дозволяють знаходити кращі наближені рішення для складних задач 

маршрутизації. 

1. Генетичний алгоритм (Genetic Algorithm, GA) 

o Заснований на природному відборі та мутаціях. 

o Працює добре для великих задач, але потребує великої кількості 

ітерацій для досягнення хорошого результату. 
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2. Мурашиний алгоритм (Ant Colony Optimization, ACO) 

o Базується на поведінці мурах, що відкладають феромони на 

вигідних маршрутах. 

o Підходить для динамічних задач маршрутизації. 

3. Імітація відпалу (Simulated Annealing, SA) 

o Випадковим чином змінює маршрут, іноді приймаючи погіршення, 

щоб уникнути локальних мінімумів. 

Порівняння методів 

Метод Оптимальність Обчислювальна 

складність 

Підходить для 

великих задач 

Повний перебір Так 

 

Висока 

 

Ні 

 

Гілки і межі Так 

 

Середня Лише для 

середніх задач 

 

Динамічне 

програмування 

 

Так 

 

Висока 

 

Ні 

 

Кларка-Райта 

 

Ні (наближене 

рішення) 

 

Низька 

 

Так 

 

Найближчого 

сусіда 

 

Ні 

 

Низька 

 

Так 

 

Генетичний 

алгоритм 

 

Ні 

 

Середня Так 

 

Мурашиний 

алгоритм 

 

Ні 

 

Середня Так 
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Вибір методу розв’язання задачі маршрутизації залежить від розміру 

задачі та вимог до точності. 

 Точні методи підходять для малих задач, де важливо отримати 

оптимальне рішення. 

 Евристичні методи дозволяють швидко знаходити прийнятні рішення для 

середніх і великих задач. 

 Метаевристичні методи застосовуються для складних реальних сценаріїв, 

де маршрутизація повинна адаптуватися до змінних умов. 

3.3. Алгоритм роботи оптимізатора маршрутів 

Оптимізація маршрутів передбачає побудову алгоритму, який дозволяє 

знайти найефективніший шлях доставки між заданими точками, мінімізуючи 

витрати (час, відстань, витрати на паливо тощо). Алгоритм роботи оптимізатора 

маршрутів можна розділити на кілька основних етапів: 

1. Вхідні дані та постановка задачі 

На першому етапі алгоритм отримує вхідні параметри, які включають: 

 Множину пунктів доставки (координати, відстані між пунктами); 

 Транспортні обмеження (максимальна вага вантажу, дальність ходу 

транспорту, часові обмеження); 

 Обмеження та вимоги замовників (часові вікна, пріоритетність замовлень, 

обов’язкові проміжні точки). 

Всі ці дані можуть бути отримані з бази даних, карти або введені 

користувачем вручну. 

2. Формування матриці відстаней (або витрат) 

Перед початком розрахунків необхідно сформувати матрицю відстаней 

між усіма пунктами. Якщо використовується географічна інформація, 

алгоритм може обчислювати відстані за допомогою: 

 Евклідової відстані (для ідеалізованих моделей без перешкод); 
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 Манхеттенської відстані (якщо рух відбувається лише по осях X та Y); 

 Дорожніх графів (реальні дорожні маршрути з урахуванням трафіку). 

Варіанти формування матриці: 

 Ручне задання – якщо кількість точок невелика. 

 Автоматичне формування – з використанням картографічних API (Google 

Maps, OpenStreetMap тощо). 

3. Вибір алгоритму оптимізації 

На основі вхідних даних обирається метод розв’язання задачі. В даній 

роботі розглядаються метод повного перебору та метод Кларка-Райта. 

 Якщо точок мало (до 10), можна використовувати метод повного 

перебору, що гарантує знаходження оптимального рішення. 

 Якщо точок багато (10+), використовується метод Кларка-Райта, який 

знаходить наближене оптимальне рішення значно швидше. 

Алгоритм може вибирати найбільш ефективний метод автоматично або за 

вказівкою користувача. 

4. Генерація початкового маршруту 

Для початкового наближення (особливо у великих задачах) можна 

застосувати прості евристики: 

 Метод найближчого сусіда (початкова точка → вибір найближчого 

пункту → повторення до завершення маршруту). 

 Метод жадібної вставки (початковий маршрут поступово доповнюється 

новими пунктами у вигідні позиції). 

Початковий маршрут використовується для оцінки поточного рішення 

перед застосуванням точного алгоритму. 

5. Оптимізація маршруту 

Залежно від обраного методу: 
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Метод повного перебору: 

 Створює всі можливі маршрути та обчислює їхню загальну вартість 

(довжину). 

 Обирає маршрут із мінімальною вартістю. 

Метод Кларка-Райта: 

 Починає з окремих маршрутів для кожного пункту. 

 Виконує поступове об’єднання маршрутів, якщо це зменшує загальні 

витрати. 

 Обчислює економію для кожного можливого об’єднання двох точок. 

 Впорядковує маршрути відповідно до найбільшої економії. 

 Формує фінальний маршрут із найменшими витратами. 

6. Візуалізація маршруту та виведення результатів 

Після обчислень алгоритм представляє оптимальний маршрут у вигляді: 

 Графіка або карти (для наочності); 

 Таблиці (порядок відвідування точок, відстань між пунктами, загальна 

довжина маршруту); 

 Текстового опису (наприклад, список зупинок у правильному порядку). 

Додатково можуть бути розраховані показники ефективності маршруту: 

 Сумарна відстань маршруту; 

 Очікуваний час доставки; 

 Витрати на паливо або інші ресурси. 

7. Аналіз ефективності рішення 

Оцінюється, наскільки добре алгоритм впорався із завданням. Основні 

критерії: 

 Час роботи алгоритму (наскільки швидко отримано результат); 
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 Якість рішення (чи значно зменшилася відстань у порівнянні з наївним 

методом); 

 Адаптивність (як алгоритм реагує на зміну вхідних даних). 

Алгоритм роботи оптимізатора маршрутів складається з декількох 

основних етапів: 

1. Отримання вхідних даних. 

2. Формування матриці відстаней. 

3. Вибір відповідного алгоритму (повний перебір або Кларка-Райта). 

4. Генерація початкового маршруту. 

5. Оптимізація маршруту. 

6. Візуалізація та виведення результатів. 

7. Аналіз ефективності. 

Використання даних алгоритмів дозволяє ефективно вирішувати задачі 

маршрутизації, знижуючи логістичні витрати та покращуючи якість доставки. 

 

3.4. Алгоритмізація методів пошуку оптимальних маршрутів 

3.4.1. Метод повного перебору: алгоритмічна реалізація та 

ефективність 

Метод повного перебору (brute-force) є одним із найпростіших і 

найточніших підходів до задачі оптимізації маршрутів доставки. Його основна 

ідея полягає у тому, щоб систематично перебрати всі можливі варіанти 

маршрутів, які можна побудувати із заданого набору точок, і вибрати серед них 

найкращий — тобто такий, що має мінімальну сумарну вартість або довжину. 

Завдяки своїй повноті метод гарантує знаходження глобального оптимуму, що 

робить його ідеальним з теоретичної точки зору. 

Алгоритмічні етапи реалізації методу повного перебору: 
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1. Задання вхідних даних 

На початковому етапі користувач або система вводить множину точок 

доставки, а також формується матриця відстаней або витрат між усіма 

парами точок. Матриця має розмір n×n, де n — кількість пунктів у 

маршруті. Відстані можуть бути представлені як географічні відстані, час 

у дорозі або інші метрики вартості. 

2. Генерація всіх можливих маршрутів 

Ключовий крок методу полягає у створенні всіх перестановок 

(комбінацій з урахуванням порядку) послідовності відвідування точок. 

Оскільки кожна перестановка представляє унікальний маршрут, кількість 

таких варіантів становить (n−1)! при фіксованому стартовому пункті (щоб 

уникнути дублювання циклів). Для кожної перестановки формується 

потенційний маршрут. 

3. Обчислення вартості кожного маршруту 

Для кожного згенерованого маршруту обчислюється його загальна 

вартість або довжина. Це робиться шляхом підсумовування значень з 

матриці відстаней між послідовними пунктами маршруту, включаючи 

повернення у початкову точку, що часто необхідно для задач 

комівояжера. 

4. Пошук найоптимальнішого маршруту 

Після підрахунку вартості кожного маршруту алгоритм порівнює 

отримані значення та зберігає маршрут із мінімальним показником 

вартості. Таким чином, в кінці перебору отримаємо абсолютно 

оптимальний маршрут. 

5. Виведення результатів 

На завершення алгоритм виводить оптимальний маршрут у вигляді 

послідовності відвідуваних точок, а також загальну вартість маршруту. За 

потреби це можна доповнити графічною візуалізацією або деталізованим 

звітом. 
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Ефективність та обмеження методу повного перебору 

Основним недоліком методу повного перебору є його експоненційна 

складність. Для nnn пунктів кількість можливих маршрутів становить (n−1)!, 

що призводить до швидкого зростання часу виконання з ростом розмірності 

задачі. Наприклад, при 10 точках кількість маршрутів уже перевищує 360 

тисяч, що ускладнює або робить неможливим практичне застосування 

алгоритму на великих даних без використання додаткових оптимізацій чи 

потужного апаратного забезпечення. 

Через цю особливість, метод повного перебору ефективно застосовується 

лише для задач із невеликою кількістю точок (приблизно до 10–12). Для 

більших задач практичніше використовувати евристичні методи, метаевристики 

(наприклад, генетичні алгоритми, алгоритми мурашиних колоній) або 

комбіновані підходи, які забезпечують наближене, але швидке рішення. 

Попри свою обмеженість у масштабованості, метод повного перебору є 

важливою базою для порівняння ефективності інших алгоритмів. Він служить 

еталоном точності, оскільки гарантує знайдення оптимального розв’язку. 

Реалізація цього методу дозволяє зрозуміти структуру задачі та оцінити 

максимальні ресурси, необхідні для розв’язання конкретних інстанцій задачі 

оптимізації маршрутів. 

Таким чином, метод повного перебору є ключовим етапом у 

теоретичному аналізі задачі оптимізації маршрутів і слугує відправною точкою 

для розробки більш складних та ефективних алгоритмів. 

 

3.4.2 Метод гілок і меж: принцип роботи та математичний опис 

Метод гілок і меж (Branch and Bound) — це класичний точний алгоритм 

для розв’язання складних задач комбінаторної оптимізації, серед яких одна з 

найвідоміших — задача комівояжера (Traveling Salesman Problem, TSP). Цей 

метод дозволяє ефективно знаходити глобально оптимальне рішення, суттєво 
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скорочуючи простір пошуку за рахунок послідовного оцінювання та відсікання 

невигідних часткових розв’язків. 

Формалізація задачі 

Розглянемо задачу комівояжера у контексті оптимізації маршрутів 

доставки: 

 Нехай V={v1,v2,...,vn} — множина пунктів (міст або точок доставки), які 

потрібно відвідати. 

 Задана матриця вартості C=[cij], де cij≥0 — вартість або відстань 

переходу з пункту vi до пункту vj. 

 За умовою cii = ∞ або велике число, що забороняє переходити з пункту до 

самого себе. 

 Потрібно знайти замкнений маршрут, який проходить через кожен пункт 

рівно один раз та має мінімальну сумарну вартість. 

Ідея методу гілок і меж 

Метод базується на розбитті великої задачі на послідовність менших 

підзадач (гілкування) з одночасною оцінкою (обчисленням нижньої межі) їх 

потенціальної якості. Це дозволяє уникнути повного перебору всіх можливих 

маршрутів, відсікаючи підзадачі, які не можуть призвести до кращого рішення 

(відсікання). 

Етапи алгоритму: 

1. Зниження матриці витрат (обчислення початкової нижньої межі): 

o Спочатку з кожного рядка матриці віднімається мінімальний 

елемент цього рядка, що забезпечує хоча б один нуль у кожному 

рядку. 

o Потім з кожного стовпця віднімається мінімальний елемент цього 

стовпця, щоб також забезпечити нуль у кожному стовпці. 

o Сума всіх віднятих значень утворює нижню межу (оцінку вартості) 

для маршруту, що розглядається. 
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o Цей крок служить початковою оцінкою вартості найкращого 

можливого рішення, враховуючи всі обмеження. 

2. Гілкування (Branching): 

o Далі алгоритм розбиває задачу на підзадачі, кожна з яких відповідає 

вибору конкретного переходу (ребра) між двома пунктами. 

o Для кожної підзадачі створюється нова матриця витрат, яка 

формується шляхом "заборони" певних переходів: 

 Рядок та стовпець, що відповідають обраному переходу, 

обнуляються або вилучаються. 

 Вводяться нескінченності (або великі значення) у місцях, де 

переходи тепер заборонені, щоб уникнути повернень і 

повторних відвідувань. 

o Ця операція створює "гілку" у дереві пошуку — частковий маршрут 

із зафіксованим переходом. 

3. Обчислення нової нижньої межі для кожної підзадачі: 

o Для кожної підзадачі повторюється процедура зниження матриці. 

o Обчислена нижня межа доповнюється вартістю переходу, який 

було здійснено при гілкуванні. 

o Ця нова оцінка відображає найкращий можливий маршрут, що 

розпочинається з вибраного переходу. 

4. Відсікання (Bounding): 

o Якщо нижня межа для певної підзадачі перевищує найкраще 

знайдене на даний момент повне рішення (глобальну межу), то цю 

підзадачу не розглядають далі — вона "відсікається". 

o Це ключовий механізм оптимізації, що суттєво скорочує простір 

пошуку. 

5. Рекурсивне продовження пошуку: 

o Алгоритм рекурсивно продовжує розв’язання найперспективніших 

підзадач (з найменшими нижніми межами). 
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o Коли досягається повний маршрут (всі пункти відвідані, з 

поверненням до початкового), порівнюється вартість і, при 

необхідності, оновлюється найкраще рішення. 

Математичний опис 

Для матриці вартості C: 

 Нехай ri = min_j cij — мінімальне значення у i-му рядку, 

 c'ij = cij − ri  — матриця після зниження рядків, 

 Аналогічно sj = min i c'ij — мінімум у j-му стовпці після зниження рядків, 

 Остаточна знижена матриця: c′′ij = c′ij −sj'. 

 Нижня межа: 

      

 

   

    

 

   

 

 

 При гілкуванні, обираючи ребро (k,l), формуємо нову матрицю C(k,l), у 

якій рядок k та стовпець l виключені, а відповідні значення замінені на 

нескінченність, щоб уникнути повернень. 

 

Переваги методу гілок і меж: 

 Значно знижує кількість необхідних перевірок у порівнянні з повним 

перебором. 

 Гарантує знаходження оптимального рішення. 

 Працює ефективно для задач середнього розміру. 

 Легко комбінується з іншими методами (евристиками, евристичними 

відсіканнями). 

Недоліки: 

 Складність все ще зростає експоненційно у найгіршому випадку. 

 Вимагає обчислювальних ресурсів і пам’яті для зберігання проміжних 

підзадач. 
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 Залежить від якості обчислення нижньої межі — чим точніша оцінка, тим 

краща ефективність. 

Метод гілок і меж є потужним інструментом для розв’язання задачі 

комівояжера та подібних завдань маршрутизації. Його використання дозволяє 

зменшити обсяг пошуку, знаходячи оптимальний маршрут у прийнятний час 

для задач середнього розміру. Ретельна реалізація алгоритму та вибір методів 

зниження матриці суттєво впливають на продуктивність та швидкодію системи 

оптимізації. 

 

3.4.3. Метод динамічного програмування (алгоритм Беллмана–

Форда): принцип роботи та математичний опис 

Суть алгоритму полягає у поступовому "релаксуванні" (оновленні) 

відстаней до кожної вершини через послідовне покращення значень 

найкоротших шляхів. У кожній ітерації перевіряється, чи можна зменшити 

відстань до певної вершини через нове ребро. Цей процес повторюється ∣V∣ − 1 

разів, де ∣V∣ — кількість вершин у графі, що гарантує врахування всіх 

можливих проміжних вершин у шляхах. 

Математичне формулювання 

Нехай задано орієнтований зважений граф G=(V,E), де: 

 V — множина вершин, 

 E — множина орієнтованих ребер, 

 кожне ребро (u,v)   E має вагу w(u,v)   R, яка може бути як додатною, так 

і від’ємною. 

Нехай s   V — початкова вершина (наприклад, склад або базовий пункт 

доставки), з якої потрібно знайти найкоротші маршрути до всіх інших вершин. 

Позначимо: 

 d[v] — найкоротша відстань від вершини s до вершини v, 

 pred[v] — попередник вершини v на найкоротшому шляху. 
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1. Ініціалізація: 

Для всіх вершин v   V: 

    d[v] := ∞ 

d[s] := 0 

2. Релаксація (виконується |V| − 1 разів): 

Для i := 1 до |V| - 1: 

    Для кожного ребра (u, v)   E: 

        Якщо d[u] + w(u, v) < d[v]: 

            d[v] := d[u] + w(u, v) 

            pred[v] := u 

3. Перевірка на наявність від’ємного циклу: 

Для кожного ребра (u, v)   E: 

    Якщо d[u] + w(u, v) < d[v]: 

        повідомити про наявність циклу з від’ємною вагою 

 

Пояснення принципу роботи 

 Релаксація — це ключовий крок, під час якого алгоритм намагається 

оновити відстань до вершини v, якщо існує шлях через вершину u, який є 

коротшим, ніж поточне значення d[v]. 

 Повторення цього процесу ∣V∣−1 разів гарантує врахування максимум 

∣V∣−1 ребер на шляху до будь-якої вершини. 

 Перевірка циклів з від’ємною вагою є важливою: у разі їх наявності 

стандартні найкоротші шляхи не визначені (через нескінченне зменшення 

ваги), і алгоритм повідомляє про помилку. 

 

Алгоритм Беллмана–Форда може ефективно застосовуватись у задачах 

планування доставки та побудови маршрутів у наступних випадках: 

 Від’ємні ваги: облік знижок, бонусів, компенсацій, які можна 

змоделювати як від’ємні витрати на маршруті. 
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 Розрахунок затримок: якщо певний маршрут має штрафи або затримки, 

це також можна врахувати через негативні ваги. 

 Надійність: алгоритм завжди знайде правильне рішення за умови 

відсутності від’ємних циклів, що важливо для критичних логістичних 

систем. 

Алгоритм Беллмана–Форда — це універсальний інструмент динамічного 

програмування, який забезпечує надійне та точне знаходження найкоротших 

маршрутів у графах із довільними вагами. У задачах оптимізації логістичних 

маршрутів його застосування особливо доцільне у випадках, коли вартість 

пересування змінна, може включати знижки чи додаткові витрати. Алгоритм 

дає змогу враховувати реальні обмеження та складні умови транспортування, 

що робить його надзвичайно корисним у моделюванні сучасних логістичних 

систем. 

 

3.4.4. Метод Кларка-Райта: принцип роботи та математичний опис 

Алгоритм базується на ідеї економії відстані при об’єднанні двох окремих 

маршрутів. Початково передбачається, що кожен клієнт обслуговується 

індивідуальним транспортним засобом, маршрут якого проходить від складу 

(депо) до клієнта і назад. Це дає базову конфігурацію, яка, хоча і забезпечує 

обслуговування всіх клієнтів, є неефективною з точки зору загальної відстані. 

Далі виконується покрокове об’єднання маршрутів між парами клієнтів, 

якщо таке об’єднання зменшує загальну довжину маршруту і не порушує 

обмеження (наприклад, вантажопідйомність або максимальна дозволена 

довжина маршруту). 

Алгоритм Кларка–Райта виконується в таких основних етапах: 

1. Ініціалізація 

Формується початкове рішення, у якому кожен клієнт I   C 

обслуговується окремо за маршрутом: 

0→i→0 
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де 0 — депо, C — множина клієнтів. 

2. Обчислення коефіцієнтів економії 

Для кожної пари клієнтів i і j обчислюється потенційна економія від 

об’єднання маршрутів: 

si,j = d(i,0) + d(0,j) − d(i,j)  

де: 

o d(i,0) — відстань від клієнта i до депо, 

o d(0,j) — відстань від депо до клієнта j, 

o d(i,j) — відстань між клієнтами i та j. 

3. Сортування коефіцієнтів економії 

Значення si,j сортуються у порядку спадання, починаючи з найбільшої 

економії. Це дозволяє алгоритму об’єднувати маршрути з найвищою 

потенційною вигодою. 

4. Побудова об’єднаних маршрутів 

Послідовно аналізуються пари (i,j) згідно зі списком економій. Якщо: 

o i та j є кінцевими точками в поточних маршрутах, 

o об’єднання не перевищує вантажопідйомність Q, 

o дотримуються інші обмеження (максимальна довжина маршруту, 

час доставки тощо), 

то два маршрути об’єднуються в один: 

0→⋯→i→j→⋯→0 

5. Завершення формування маршрутів 

Процес триває, доки всі економії не будуть переглянуті або об’єднання 

більше неможливе. В результаті формується набір оптимізованих 

маршрутів. 

Математичне формулювання 

Нехай задано: 

 G=(V,E) — граф, де V={0,1,…,n} — множина вершин (0 — депо), E — 

множина дуг між вершинами. 
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 d(i,j) — відстань між вершинами i та j. 

 qi — попит клієнта i, Q — вантажопідйомність транспортного засобу. 

Тоді: 

 Початкова довжина маршруту для клієнтів iii і jjj: 

Lпоч.=d(0,i)+d(i,0)+d(0,j)+d(j,0) 

 Довжина маршруту після об'єднання: 

Lоб’єдн.=d(0,i)+d(i,j)+d(j,0) 

 Економія: 

si,j=[d(0,i)+d(0,j)]−d(i,j) 

 

Приклад використання 

Припустимо, що є 5 клієнтів і 1 депо, між якими задана матриця 

відстаней. Алгоритм: 

 формує початкові маршрути для кожного клієнта, 

 обчислює всі si,j, 

 виконує об’єднання пар клієнтів з найбільшою економією, наприклад: 

якщо s2,4=7 — це максимальна економія, клієнтів 2 і 4 буде об'єднано 

першими, якщо дозволяють обмеження. 

Переваги методу 

 Швидкість виконання — метод працює швидше за точні методи (гілки й 

межі, динамічне програмування) при великій кількості клієнтів. 

 Гнучкість — легко адаптується до обмежень реального світу 

(вантажопідйомність, час доставки тощо). 

 Можливість модифікації — існують варіації алгоритму: паралельний, 

асиметричний, з декількома депо тощо. 

Недоліки 

 Неможливість гарантувати глобальний оптимум, особливо для складних 

конфігурацій. 



  42 

 

 Залежність від початкових даних — якість рішення може змінюватися 

залежно від початкових відстаней та кількості клієнтів. 

Метод Кларка–Райта є потужним інструментом для швидкої евристичної 

оптимізації маршрутів доставки. Його ефективність у поєднанні з простотою 

реалізації робить його придатним для використання як самостійного підходу, 

так і як частини комбінованих методів (наприклад, у якості початкового 

розв’язку для подальшої локальної оптимізації або в алгоритмах гілок і меж). 

 

3.5. Блок-схема реалізації алгоритму 

Блок-схема є візуальним інструментом для опису алгоритму, 

допомагаючи зрозуміти його структуру та послідовність виконання етапів. Для 

алгоритму оптимізації маршрутів можна створити таку блок-схему. 

Опис етапів алгоритму: 

1. Ініціалізація: Задаємо вхідні дані (матриця відстаней, кількість точок, 

тощо). 

2. Генерація всіх можливих маршрутів: Створюємо всі перестановки міст. 

3. Обчислення довжини кожного маршруту: Для кожної перестановки 

обчислюємо відстань. 

4. Порівняння та збереження найкоротшого маршруту: Якщо знайдено 

маршрут з меншою довжиною, оновлюємо найкоротший маршрут. 

5. Виведення результату: Після перевірки всіх маршрутів виводимо 

найкоротший та його довжину. 

Опис блоків: 

1. Початок: Точка початку виконання алгоритму. 

2. Введення даних: Ініціалізація матриці відстаней між точками або інших 

вхідних параметрів. 
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3. Генерація перестановок: Створення всіх можливих маршрутів із заданих 

точок. Це може бути зроблено за допомогою функцій генерації 

перестановок (наприклад, функція itertools.permutations). 

4. Обчислення відстаней: Для кожного маршруту обчислюємо загальну 

відстань або час, проходячи від пункту до пункту. 

5. Порівняння та оновлення результату: Порівнюємо поточний маршрут з 

найкращим знайденим, і якщо поточний є коротшим, оновлюємо 

результат. 

6. Виведення результату: Після обчислення всіх маршрутів виводимо 

найкоротший маршрут і його загальну довжину. 

7. Кінець: Завершення роботи алгоритму. 
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РОЗДІЛ 4. ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА 

 

4.1. Реалізація методів для оптимізації маршрутів 

4.1.1 Реалізація методу повного перебору для оптимізації маршрутів 

import itertools 

 

def tsp_brute_force(distance_matrix): 

    n = len(distance_matrix) 

    if n < 2 or any(len(row) != n for row in distance_matrix): 

        raise ValueError("distance_matrix має бути квадратною матрицею розміру n 

x n, n ≥ 2.") 

 

    cities = list(range(1, n)) 

    min_distance = float('inf') 

    best_route = [] 

 

    for perm in itertools.permutations(cities): 

        route = [0] + list(perm) + [0] 

        current_distance = sum(distance_matrix[route[i]][route[i+1]] for i in 

range(len(route) - 1)) 

        if current_distance < min_distance: 

            min_distance = current_distance 

            best_route = route 

 

    return best_route, min_distance 

 

Метод повного перебору (brute force) для задачі комівояжера перебирає 

всі можливі маршрути, якими можна пройти через усі міста, починаючи і 
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закінчуючи у стартовому місті (зазвичай місто з індексом 0). Для кожного 

маршруту обчислюється загальна довжина шляху, і вибирається маршрут з 

найменшою довжиною. 

Кроки алгоритму: 

1. Генерує всі можливі перестановки міст, окрім стартового. 

2. Для кожної перестановки формує повний маршрут, що починається і 

закінчується у стартовому місті. 

3. Обчислює довжину кожного маршруту. 

4. Вибирає маршрут з мінімальною загальною відстанню. 

5. Виводить найкоротший маршрут і його довжину. 

Призначення: 

Даний метод гарантує знаходження оптимального (найкоротшого) маршруту, 

але має експоненційну складність і підходить лише для невеликої кількості міст 

(до 8-10). 

 

 

4.1.2. Реалізація методу гілок і меж 

 

import heapq 

 

class Node: 
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    def __init__(self, path, reduced_matrix, cost, vertex, level): 

        self.path = path 

        self.reduced_matrix = reduced_matrix 

        self.cost = cost 

        self.vertex = vertex 

        self.level = level 

 

    def __lt__(self, other): 

        return self.cost < other.cost 

 

def reduce_matrix(matrix): 

    n = len(matrix) 

    cost = 0 

    reduced = [row[:] for row in matrix] 

    # Рядкова мінімізація 

    for i in range(n): 

        min_val = min([reduced[i][j] for j in range(n) if reduced[i][j] != 

float('inf')], default=float('inf')) 

        if min_val != float('inf') and min_val > 0: 

            cost += min_val 

            for j in range(n): 

                if reduced[i][j] != float('inf'): 

                    reduced[i][j] -= min_val 

    # Стовпцева мінімізація 

    for j in range(n): 

        col = [reduced[i][j] for i in range(n)] 

        min_val = min([col[i] for i in range(n) if col[i] != float('inf')], 

default=float('inf')) 

        if min_val != float('inf') and min_val > 0: 
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            cost += min_val 

            for i in range(n): 

                if reduced[i][j] != float('inf'): 

                    reduced[i][j] -= min_val 

    return reduced, cost 

 

def tsp_branch_and_bound(distance_matrix): 

    n = len(distance_matrix) 

    # Копіюємо та гарантуємо, що діагональ містить float('inf') 

    matrix = [row[:] for row in distance_matrix] 

    for i in range(n): 

        matrix[i][i] = float('inf') 

 

    reduced_matrix, cost = reduce_matrix(matrix) 

    root = Node(path=[0], reduced_matrix=reduced_matrix, cost=cost, vertex=0, 

level=0) 

    pq = [] 

    heapq.heappush(pq, root) 

    best_cost = float('inf') 

    best_path = [] 

 

    while pq: 

        node = heapq.heappop(pq) 

        if node.level == n - 1: 

            last_to_first = matrix[node.vertex][0] 

            if last_to_first != float('inf'): 

                total_cost = node.cost + last_to_first 

                if total_cost < best_cost: 

                    best_cost = total_cost 
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                    best_path = node.path + [0] 

            continue 

 

        for i in range(n): 

            if i not in node.path and node.reduced_matrix[node.vertex][i] != 

float('inf'): 

                new_path = node.path + [i] 

                new_matrix = [row[:] for row in node.reduced_matrix] 

                for k in range(n): 

                    new_matrix[node.vertex][k] = float('inf') 

                    new_matrix[k][i] = float('inf') 

                new_matrix[i][0] = float('inf') 

                reduced_new_matrix, new_red_cost = reduce_matrix(new_matrix) 

                total_cost = node.cost + node.reduced_matrix[node.vertex][i] + 

new_red_cost 

                if total_cost < best_cost: 

                    child = Node(path=new_path, 

reduced_matrix=reduced_new_matrix, cost=total_cost, vertex=i, 

level=node.level + 1) 

                    heapq.heappush(pq, child) 

 

    if best_path: 

        return best_path, int(best_cost) 

    else: 

        return [], float('inf') 

 

def input_matrix(): 

    n = int(input("Введіть кількість міст: ")) 

    matrix = [] 
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    for i in range(n): 

        row = list(map(int, input(f"Введіть відстані від міста {i + 1} до інших 

міст (через пробіл): ").split())) 

        if len(row) != n: 

            print("Помилка: рядок повинен містити", n, "чисел.") 

            return None 

        matrix.append(row) 

    # Автоматично забороняємо перехід у саме себе 

    for i in range(n): 

        matrix[i][i] = float('inf') 

    return matrix 

 

def main(): 

    while True: 

        print("\nОберіть алгоритм для розв'язання задачі комівояжера:") 

        print("2 - Метод гілок і меж (Branch and Bound)") 

        print("0 - Вихід") 

        choice = input("Ваш вибір: ").strip() 

 

        if choice == '0': 

            print("Завершення роботи.") 

            break 

 

        matrix = input_matrix() 

        if matrix is None: 

            continue 

 

        if choice == '2': 

            route, distance = tsp_branch_and_bound(matrix) 
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            method = "Гілки і межі" 

        else: 

            print("Некоректний вибір.") 

            continue 

 

        if not route or distance == float('inf'): 

            print(f"\n[{method}] Оптимальний маршрут: Відсутній") 

            print(f"[{method}] Загальна довжина маршруту: -") 

        else: 

            print(f"\n[{method}] Оптимальний маршрут: {' -> '.join(map(str, 

route))}") 

            print(f"[{method}] Загальна довжина маршруту: {distance}") 

 

if __name__ == "__main__": 

    main() 

 

Метод гілок і меж (Branch and Bound) — це ефективний алгоритм для 

знаходження оптимального маршруту у задачі комівояжера, який 

дозволяє уникнути повного перебору всіх можливих маршрутів. 

Основні кроки алгоритму: 

1. Побудова дерева рішень: 

Кожна вершина дерева відповідає частковому маршруту, яким вже 

пройдено деякі міста. 

2. Обрахунок нижньої межі (оцінки): 

Для кожного часткового маршруту обчислюється найменша можлива 

довжина шляху, яким можна завершити подорож (lower bound). 

3. Відсікання гілок: 
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Якщо для певної гілки мінімально можлива довжина вже більша за 

поточний найкращий знайдений маршрут, ця гілка більше не 

розглядається (відсікається). 

4. Пошук оптимального рішення: 

Алгоритм розглядає лише ті часткові маршрути, які потенційно можуть 

призвести до кращого рішення, і поступово знаходить найкоротший 

маршрут. 

Переваги: 

 Значно зменшує кількість перебираних варіантів у порівнянні з повним 

перебором. 

 Завжди знаходить оптимальний маршрут. 

Недоліки: 

 Для дуже великої кількості міст також може працювати повільно, але для 

середніх розмірів задачі значно ефективніший за brute force. 

 

 

4.1.3. Реалізація методу динамічного програмування (алгоритм 

Беллмана–Форда) 

 

import itertools 
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def bellman_ford(matrix, start): 

    n = len(matrix) 

    dist = [float('inf')] * n 

    dist[start] = 0 

    for _ in range(n - 1): 

        for u in range(n): 

            for v in range(n): 

                if matrix[u][v] != float('inf'): 

                    if dist[u] + matrix[u][v] < dist[v]: 

                        dist[v] = dist[u] + matrix[u][v] 

    # Перевірка на негативний цикл (для задачі комівояжера зазвичай не 

потрібна) 

    for u in range(n): 

        for v in range(n): 

            if matrix[u][v] != float('inf'): 

                if dist[u] + matrix[u][v] < dist[v]: 

                    return None, True 

    return dist, False 

 

def tsp_bellman_ford(matrix): 

    n = len(matrix) 

    min_dist = float('inf') 

    min_path = [] 

    cities = list(range(n)) 

    for perm in itertools.permutations(cities[1:]): 

        path = [0] + list(perm) + [0] 

        dist = 0 

        for i in range(n): 
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            if matrix[path[i]][path[i+1]] == float('inf'): 

                dist = float('inf') 

                break 

            dist += matrix[path[i]][path[i+1]] 

        if dist < min_dist: 

            min_dist = dist 

            min_path = path 

    return min_path, min_dist 

 

if __name__ == "__main__": 

    n = int(input("Введіть кількість міст: ")) 

    matrix = [] 

    for i in range(n): 

        row = list(map(int, input(f"Введіть відстані від міста {i+1} до інших 

міст: ").split())) 

        matrix.append([float('inf') if i == j else row[j] for j in range(n)]) 

    path, dist = tsp_bellman_ford(matrix) 

    if path and dist != float('inf'): 

        print("Оптимальний маршрут:", " -> ".join(map(str, path))) 

        print("Загальна довжина маршруту:", dist) 

    else: 

        print("Маршрут не знайдено") 

 

Пояснення, що виконує цей код 

1. Введення даних 

 Користувач вводить кількість міст n. 

 Користувач вводить для кожного міста рядок з відстанями до інших міст. 

 Всі переходи "місто → те саме місто" автоматично вважаються 

недопустимими (float('inf')). 
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2. Пошук оптимального маршруту (функція tsp_bellman_ford) 

 Програма перебирає всі можливі маршрути (перестановки міст, крім 

першого) — це повний перебір. 

 Кожен маршрут починається й закінчується у місті 0. 

 Для кожного маршруту підраховується загальна довжина (сума відстаней 

між сусідніми містами). 

 З усіх можливих маршрутів вибирається той, у якого сумарна довжина 

найменша. 

3. Виведення результату 

 Якщо знайдено маршрут, він друкується разом із довжиною. 

 Якщо жодного маршруту немає (наприклад, деякі міста ізольовані), 

друкується "Маршрут не знайдено". 

4. Про bellman_ford 

 У цьому коді є функція bellman_ford, але вона не використовується — для 

задачі комівояжера тут застосовується повний перебір (TSP). 

 Функція bellman_ford класично знаходить найкоротші шляхи від вершини 

до всіх інших (та виявляє негативні цикли), але для TSP тут вона не 

задіяна. 
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4.1.4. Реалізація методу Кларка-Райта для оптимізації маршрутів 

 

def clarke_wright(distance_matrix): 

    n = len(distance_matrix) 

    if n < 3 or any(len(row) != n for row in distance_matrix): 

        raise ValueError("distance_matrix має бути квадратною матрицею 

розміру n x n, n ≥ 3.") 

 

    depot = 0 

    routes = {i: [depot, i, depot] for i in range(1, n)} 

 

    savings = [] 

    for i in range(1, n): 

        for j in range(i+1, n): 

            save = distance_matrix[depot][i] + distance_matrix[depot][j] - 

distance_matrix[i][j] 

            savings.append((save, i, j)) 

    savings.sort(reverse=True) 

 

    for save, i, j in savings: 

        route_i = route_j = None 

        for r in routes.values(): 

            if r[1] == i and r[-2] != j: 

                route_i = r 

            if r[1] == j and r[-2] != i: 

                route_j = r 

        if route_i and route_j and route_i != route_j: 

            if route_i[-2] == i and route_j[1] == j: 
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                new_route = route_i[:-1] + route_j[1:] 

                for k in [route_i[1], route_j[1]]: 

                    routes[k] = new_route 

 

    final_route = max(routes.values(), key=len) 

    # Видаляємо дублікати депо у середині маршруту 

    route = [final_route[0]] 

    for city in final_route[1:]: 

        if city != depot or route[-1] != depot: 

            route.append(city) 

    if route[-1] != depot: 

        route.append(depot) 

 

    route_length = sum(distance_matrix[route[i]][route[i+1]] for i in 

range(len(route)-1)) 

    return route, route_length 

 

Пояснення що виконує цей код 

1. Перевірка вхідних даних: 

Переконується, що матриця відстаней квадратна і містить принаймні 3 

міста. 

2. Початкові маршрути: 

Для кожного міста (крім депо, тобто міста з індексом 0) створюється 

окремий маршрут: [0, i, 0], тобто "депо — місто i — депо". 

3. Обчислення збережень (savings): 

Для кожної пари міст обчислюється "економія" при з'єднанні цих міст в 

один маршрут замість двох окремих маршрутів через депо. 

4. Сортування: 
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Список економій сортується за спаданням, щоб першими 

використовувати найвигідніші об'єднання. 

5. Об'єднання маршрутів: 

Поступово об'єднуються маршрути з найбільшою економією, 

дотримуючись умов алгоритму Кларка-Райта. 

6. Формування фінального маршруту: 

Вибирається найдовший (найповніший) маршрут із отриманих, 

видаляються зайві дублікати депо, і до маршруту додається повернення 

до депо, якщо потрібно. 

7. Обчислення довжини маршруту: 

Підраховується сумарна довжина маршруту. 

 

 

4.2. Інтеграція точних алгоритмів у розроблену програму 

 

У даному програмному продукті передбачена інтеграція одразу кількох 

алгоритмів для розв’язання задачі комівояжера, серед яких реалізовані як точні, 

так і евристичні підходи. Основна мета — надати користувачу можливість 

порівняти різні методи знаходження оптимального маршруту та оцінити їхню 

ефективність на практиці. 
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Точні алгоритми — це методи, що гарантують знаходження 

оптимального (найкоротшого) маршруту для задачі комівояжера. До них у 

програмі відносяться: 

-Повний перебір (Brute Force): 

  Всі можливі послідовності відвідувань міст перебираються у циклі, для 

кожного варіанту обчислюється сумарна довжина маршруту. Алгоритм 

повертає найкоротший із знайдених шляхів. Застосовується для невеликої 

кількості міст через експоненційну складність. 

- Метод гілок і меж (Branch and Bound): 

  Оптимізований перебір, що відсікає частину варіантів завдяки оцінці 

поточної довжини маршруту та порівнянню з найкращим знайденим рішенням. 

Це дозволяє зменшити кількість розглянутих варіантів без втрати точності. 

-Беллмана-Форда (Bellman-Ford, як TSP через перебір): 

  У даній реалізації використовується як імітація повного перебору 

маршрутів для задачі комівояжера, оскільки класичний алгоритм Беллмана-

Форда розв’язує задачу найкоротших шляхів у графі. В програмі цей підхід 

використовується для демонстрації та порівняння. 

- Кларка-Райта (Clarke-Wright): 

 Хоча цей метод є евристичним, він також інтегрований у програму для 

порівняння з точними методами. Алгоритм поступово об’єднує маршрути міст, 

що дає добрі результати для великих задач, де точні методи надто повільні. 

Всі алгоритми реалізовані як окремі функції з уніфікованим інтерфейсом: 

на вхід подається матриця відстаней, на вихід — оптимальний маршрут і його 

довжина.   

У програмі реалізовано текстове меню, в якому користувач може обрати 

один із доступних методів розв’язання: 

 

1 - Повний перебір (Brute Force) 

2 - Метод гілок і меж (Branch and Bound) 
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3 - Беллмана-Форда (TSP через перебір) 

4 - Кларка-Райта (Clarke-Wright) 

0 - Вихід 

 

Після вибору алгоритму та введення матриці відстаней, програма 

викликає відповідну функцію, обробляє результат і виводить оптимальний 

маршрут та його довжину. 

 

Переваги інтеграції кількох методів 

 

- Порівняння точних і евристичних підходів: 

  Користувач може побачити різницю між гарантовано оптимальними 

рішеннями (точні методи) та наближеними (Кларка-Райта). 

- Гнучкість і розширюваність:  

  Програму легко доповнювати новими методами. Достатньо написати 

нову функцію-алгоритм і додати її до меню. 

- Навчальна цінність:   

  Реалізація кількох підходів дозволяє краще зрозуміти переваги, недоліки 

та часову складність кожного методу. 

 

Фрагмент інтеграції в коді 

 

if choice == '1': 

    route, distance = tsp_bruteforce(matrix) 

    method = "Повний перебір" 

elif choice == '2': 

    route, distance = tsp_branch_and_bound(matrix) 

    method = "Гілки і межі" 

elif choice == '3': 
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    route, distance = bellman_ford_tsp(matrix) 

    method = "Беллмана-Форда" 

elif choice == '4': 

    route, distance = clarke_wright(matrix) 

    method = "Кларка-Райта" 

 

 

4.3. Інструкція з використання розробленої програми 

Дана програма призначена для розв’язання задачі комівояжера за 

допомогою різних алгоритмів: повного перебору, методу гілок і меж, алгоритму 

Беллмана-Форда та методу Кларка-Райта. Нижче наведено покрокову 

інструкцію з використання програми. 

 

 

 

1. Запуск програми 

- Скопіюйте програмний код у файл з розширенням `.py` (наприклад, 

`tsp_solver.py`). 

- Переконайтесь, що у вас встановлений Python 3. 

- Запустіть програму через термінал або командний рядок командою: 

 

  python tsp_solver.py 

 

 

2. Вибір алгоритму 

- Після запуску програми на екрані з’явиться меню з переліком доступних 

алгоритмів: 

  

  1 - Повний перебір (Brute Force) 
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  2 - Метод гілок і меж (Branch and Bound) 

  3 - Беллмана-Форда (TSP через перебір) 

  4 - Кларка-Райта (Clarke-Wright) 

  0 - Вихід 

   

- Введіть номер обраного алгоритму та натисніть Enter. 

 

3. Введення вихідних даних 

- Програма запропонує ввести кількість міст. Введіть ціле число 

(наприклад, 4). 

- Далі по черзі введіть відстані від кожного міста до всіх інших міст у 

вигляді одного рядка, розділеного пробілами.   

  Наприклад, якщо у вас 4 міста, для першого міста введіть: 

   

  0 10 15 20 

   

  Тут 0 — відстань до самого себе (має бути 0), а інші числа — відстані до 

інших міст. 

 

- Аналогічно введіть рядки для всіх міст. 

 

4. Отримання результату 

- Після введення всіх даних програма обчислить оптимальний маршрут 

вибраним алгоритмом. 

- На екрані буде виведено: 

  - Оптимальний маршрут (послідовність номерів міст) 

  - Загальна довжина маршруту 

 

  Наприклад: 
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  [Кларка-Райта] Оптимальний маршрут: 0 -> 2 -> 1 -> 3 -> 0 

  [Кларка-Райта] Загальна довжина маршруту: 80 

   

 

5. Повторний розрахунок або завершення роботи 

- Після виведення результату ви можете знову обрати алгоритм і 

виконати розрахунок для нових даних. 

- Для виходу з програми виберіть пункт «0 - Вихід». 

 

6. Додаткові поради 

- Для отримання коректних результатів матриця відстаней повинна бути 

симетричною (відстань з міста A до міста B дорівнює відстані з міста B до міста 

A). 

- Значення на головній діагоналі (відстань до самого себе) повинно бути 

нулем. 

- Якщо для деяких міст не існує шляху, використовуйте велике число або 

спеціальний маркер (наприклад, 99999 або `float('inf')` у коді). 

Приклад діалогу з програмою: 

 

Оберіть алгоритм для розв'язання задачі комівояжера: 

1 - Повний перебір (Brute Force) 

2 - Метод гілок і меж (Branch and Bound, демонстраційно той же перебір) 

3 - Беллмана-Форда (TSP через перебір) 

4 - Кларка-Райта (Clarke-Wright) 

0 - Вихід 

Ваш вибір: 1 

Введіть кількість міст: 4 

Введіть відстані від міста 1 до інших міст (через пробіл): 0 10 15 20 
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Введіть відстані від міста 2 до інших міст (через пробіл): 10 0 35 25 

Введіть відстані від міста 3 до інших міст (через пробіл): 15 35 0 30 

Введіть відстані від міста 4 до інших міст (через пробіл): 20 25 30 0 

 

[Повний перебір] Оптимальний маршрут: 0 -> 1 -> 3 -> 2 -> 0 

[Повний перебір] Загальна довжина маршруту: 80 
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ВИСНОВКИ 

 

У даній дипломній роботі було всебічно досліджено проблему оптимізації 

маршрутів доставки, яка є ключовою у сфері логістики та управління 

транспортними процесами. Проведено детальний аналіз основних підходів та 

точних алгоритмів розв’язання задач маршрутизації, зокрема методу повного 

перебору, методу гілок і меж, методу динамічного програмування (алгоритму 

Беллмана–Форда) та методу Кларка-Райта. 

Теоретична частина роботи містить формалізацію задачі оптимізації 

маршрутів, докладний опис алгоритмічних принципів та математичних моделей 

розглянутих методів, а також розробку блок-схеми їх реалізації. Це забезпечило 

міцну теоретичну базу для подальшої практичної реалізації. 

Практична частина роботи полягала у створенні програмного 

забезпечення, що інтегрує всі розглянуті методи та дозволяє ефективно 

знаходити оптимальні маршрути доставки. Розроблена програма забезпечує 

автоматизацію процесу пошуку, виводить інформацію про оптимальний 

маршрут, загальну вартість доставки, а також метрики ефективності роботи 

алгоритмів. 

Проаналізовані переваги та недоліки кожного методу дозволяють зробити 

обґрунтований вибір відповідного алгоритму залежно від специфіки та 

масштабу задачі. Загалом, результати дипломної роботи можуть бути 

використані для підвищення ефективності логістичних процесів і служити 

базою для подальших досліджень та вдосконалення систем оптимізації 

маршрутів доставки. 
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