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В доповіді наводиться правила утворення симплексної форми 
многогранника сполучень з необмеженими повтореннями. Для 
симплексної форми многогранника сполучень з необмеженими 
повтореннями доведено ряд тверджень. На прикладі проілюст­
ровано формування симплексної форми многогранника сполу­
чень з необмеженими повтореннями.

Іетеїз О. О., Тетеїз ’ Те. М., Тетеїз ’ О. О., Vап2 На 8. V. ТНе 
роїуНейгоп о /  сотЬіпаїіопз м>іїН ипіітіїеії гереїіїіопз: їНе зітріех 
/огт. ТНе герогї р^оVі^ез гиіез /о г  їНе /огтаїіоп о /  їНе зітріех/огт  
о/роІуНейгоп о /  сотЬіпаїіопз м>іїН ипіітіїеії гереіїіїот. Рот їНе 
зітріех /огт  о /  їНе роїуНейгоп о /  сотЬіпаїіопз м>іїН ипіітіїеії 
питЬег о /  гереїіїіопз !юте зїаїетепїз аге р^оVеп. Іп їНе ехатріе ії 
із іїїшїгаїеії /огтіпд о /  їНе зітріех /огт  о /  їНе роїуНейгоп о /  
сотЬіпаїіопз м>іїН ипіітіїеії гереїіїіопз.

Ключові слова: МНОГОГРАННИК СПОЛУЧЕНЬ,
СИМПЛЕКСНА ФОРМА МНОГОГРАННИКА, СПОЛУЧЕННЯ 
З НЕОБМЕЖЕНИМИ ПОВТОРЕННЯМИ.

Кеумогйз: РО ^¥Н Е^К О N  ОЕ СОМВЕЧАТІОЧ8, 8IМР^ЕX 
ЕОКМ ОЕ РО ^¥Н Е^К О N , СОМВЕЧАТІОЧ8 Ш Т Н
^N ^IМ IТ Е ^ КЕРЕТІТЮ Ч8.

Вступ. Актуальним напрямком розвитку теорії оптимізації є 
комбінаторна оптимізація (див., зокрема, [1-17]). Дослідження 
властивостей комбінаторних множин та їх многогранників є під­
ґрунтям розробки методів комбінаторної оптимізації. Часто од­
ним з етапів таких методів є лінійна релаксація з використанням 
комбінаторних многогранників. Якщо при цьому використо­
вувати алгоритм Кармаркара (АК), то многогранник треба мати 
в формі, що дозволяє застосовувати АК -  в так звані симплекс-
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ній формі. В роботах [18-19] досліджувалась симплексна форма 
переставного многогранника. В цій роботі розглядається симп­
лексна форма опуклої оболонки евклідової комбінаторної 
множини сполучень з необмеженими повтореннями, яка введена

1. П остановка задачі. Розглянемо мультимножину 
О = {д з основою 5 (О ) = {е1 ,...,еп}, первинною специфі­

кацією [О ] = (к п), яка означає, що кратність кожного елемента 

еі основи в О є к Vі є Ап = {1, 2 , п}. Тоді кожна упорядкована 
к-вибірка (х , . . . , х к), де х1 < х2 <... < хк називається [2] евклідо- 
вим сполученням з необмеженими (тобто від 0 аж до к) 
повтореннями (кожного елемента основи). Множина всіх таких 
сполучень називається [2] евклідовою множиною сполучень з 
необмеженими повтореннями, позначається 5* (О ), а її опукла
оболонка сопу (О ) позначається <Акп (О ) і називається много- 
гранником сполучень з необмеженими повтореннями.

Як відомо [2], вершинами цього многогранника є точки
(е1 ,■■■,е1) , (е1 ,■■■,е1 ,еп ) , ••., (е1 ,■■■,е1 ,Єп,...,Єп ) , . . . , (Єп,..;Єп ) і
тільки вони, а многогранник (О ) описується системою
е1 < х1 < х2 < ... < хк < еп та є симплексом з названими вершинами.

Розглянемо, як многогранник (О ) представляється в
симплексній формі.

Для цього спершу розглянемо необхідні далі перетворення 
допустимої області ЗЛП в симплексну форму (див., наприклад,

2. Алгоритм перетворення (АП) допустимих умов ЗЛП в 
симплексну форму. Нехай

в [2].

[20, 21]).

сх ^  тах; 

А х  < Ь; 

х  > 0,

( 1)

(2)

(3)

Т І \ і=1,Г Т
с = (с1 ’ ...’ ск ) , х = (х1 -■■-x* ) , А  = (а іі ) =̂!:к, Ь = (Ь1 , . . . ,Ьг) .
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К рок 1. Систему (2), (3) зведемо до так званого канонічного 
вигляду [22, с. 17]

Ах  + у  = Ь; х , у  > 0, (4)

де У = (У1 , - ,У г  У •
К рок 2. Записується додаткове обмеження вигляду

£ х. + £ у , <^  (5)
]= 1  І=1

тут ^  таке велике дійсне додатне число, що всі точки системи
(2), (3) задовольняють (5). Якщо и > 0, то (5) еквівалентно
рівності:

X Х + Х Уі + и = ^ ■ (6)
]= 1  і=1

К рок 3. Зводимо систему (4) до однорідної, що еквівалента 
системі (4). Це можна зробити, помноживши праву частину рів­
нянь на одиницю у вигляді такого виразу:

к г
X хі +Х у< + и
і=1_____ і=1_____

V  '
Рівняння в (4) набудуть вигляду

А хх + А Уу  -  Ьи = 0, (7)

( \ і=1, Г Ь.
а* ) з елементами з елементами а* = ау -  Ц-

( \ і=1,Г Ь
аУ ) .__ з елементами аУ = 1 —

з 1 Ц'
Ь. — т

Уі є Аг : ау = - ]  Ф і Уі є Уг, V/ є Ук; 0 = ( 0 0 )  є К г -

нульовий вектор стовбець з г елементами.
К рок 4. Перетворюємо умову (6) в гіперплощину, що відсі­

кає на координатних осях одиниці, вводячи нові змінні
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X ,  = — ; ¥  = У ; — = V Vі є ^  V/ є ^ к. (8)
1 и  и  и

Умови задачі разом з перетвореною умовою (6) після заміни 
(7) визначають симплекс з вершиною в початку координат, а 
основа описується гіперплощиною, що з осями координат 
перетинається в одиницях.

З умов (1), (6), (7), використовуючи (8), маємо

и с Х  ^  тах (9)

за умов

Лх Х  + ЛГУ - ЬУ = 0, ( 10)

^[^X  ̂ + ]Т 7. + У = 1, ( 11)
]=1 І=1

X  = (Х  1 , . . . ,Хк )Т > 0; ¥ = (¥1, ¥г )т > 0; У > 0, (12)

де

АХ = (аХ)3 - к; аї = аР - Ь  V і є V^ є -їк;

\ї=1,ґ
АГ -  (а¥ )>=ї7к; а^ = и  -  Ьі V і є ^ ; 

а¥ = -Ь. V і Ф і; і є ^  ; і є X  .І] і а ’ г ’ а к

К рок 5. Здійснюються перетворення задачі, що задоволь­
няють вимогу: точка, що є центром (барі-центром) симплекса

— |є  К м, задовольняє умовам задачі; тут N  -  вимір-
N  N  N )

ність простору змінних задачі, що визначається при цьому 
перетворенні.

Для цього в кожному рівнянні (10) (нехай його номер і) від­
німемо в лівій частині невід’ємну змінну Т, і , і є Х г , помно­
живши її на коефіцієнт, який дорівнює алгебраїчній сумі всіх 
коефіцієнтів лівої частини цього рівняння. Крім цього, щоб за­
безпечити змінній X  і нульове значення при максимізації, цільо-
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ва функція модифікується доданком -  М2,і, який відіграє 
штрафну місію за рахунок того, що М  > 0 вибирається достат­
ньо великим. Це робиться для всіх рівнянь ( У і є Уг). В ліву

г
частину ( 11) додається X  2 І ■

і=1
Задача (9)-(12) набуває вигляду:

БсХ  - М X 2, ^  тах, (13)
і=1

АХХ  + АГІ  -  А 22  -Ь V  — 0; (14)

X X ,  + XУ■ + Ї .2 ,  + V = 1; (15)
7=1 і=1 і=1

\ТX > 0; У > 0; 2  = ( 2 1 , . . , 2 Г) > 0; V > 0, (16)

X у 2 / 2 V—1, где в (14) А ; А  матриці описані раніше, а А  — (ар ) —_ ,

а1 = V  X  ач -  кЬі + ^  -  Ьі - ( к  -1 )  Ьі -  Ьі = ^ X  а + ^ - ( 2 к + 1) Ьі
]—1 м

У і є  У г ; а2 — 0 У  і Ф ], і є  Уг; ]  є  З к .
Легко бачити, що для системи (14)-(16) точка

(X*,У*, 2* V *) — , ■■■,-1 ^ є  К м є допустимою, а вимірність

* * * 1
простору N  — к  + 2г +1, якщо X  — — 2і — V  — У і є  X ;

у / є л .
3. Перетворення в симплексну форму многогранника

сполучень з необмеженими повтореннями. Розглянемо задачу
к____________________________________________

X срхр ^  тах за умов, х  — ( х1, ■■■, хк ) є  Пк ( С ), тобто:
і—1
Є < х1 < ■■■ < х  < ■■■ < хк < еп.

Нехай е1 > 0 . Обмеження многогранника (С ) можна
записати так:
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-  Х1 < -е 1, 
X  -  х2 < 0,

Х -1 -  X < 0, 

X -1 -  X  < 0,

Хк < еп.

(17)

Застосовуємо АП.
К рок 1. Зводимо (17) до канонічної форми, вводячи в рів­

няння змінні у і-1 і V  є ^ к+1:

-  Х1 + у0,1 = - е 1,

X -1 -  X + Х -и  = 0 V  є ^  = {2, 3, - ,к }.

Хк + Ук,к+1 = еп- 

К рок 2. Записуємо додаткове обмеження:

у формі рівності

де и > 0.

к к+1
V х+V У]-ч <и
]=1 і=1

V X- +V У--1,; + и = V,
]=1 7=1

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

Оцінимо змінну V. Додамо V] є  обмеження (19). Маємо:

або

х1- хк+V у̂-1,.,-=0,
ї=2

к
V Уі-1,.,- = хк -  х1 < еп-  е1 >•
І=2

(23)
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з (18)

У0,1 = Х1 -  е1 -  еп -  е1 > (24)

а з (20):

Ук,к + 1 = еп -  Хк -  еп -  е1. (25)

З (23)-(25) одержуємо:

-и  -  3(еп -  е1 ) . (26)
З=1

Як відомо [3], в многограннику сполучень з необмеженими 
повтореннями є вершина (еп,...,еп) є Кк, і це найбільші можливі 
значення кожної з координат х, тобто Vx з цього многогранника

к
X

і =1V хі - кеп. (27)
З умов (21), (26), (27) маємо

к к+1
V хз + V Уз-і,з-  (к+ 3) еп -  3е1. (28)
3=1 3=1

Отже, доведене таке.
Твердження 1. Для многогранника сполучень з необмеже­

ними повтореннями справедлива нерівність (21), де

V  = (к + 3 )еп -  3 ^ . (29)

К рок 3. Для зведення системи (18)-(20) до однорідної помно­
жимо праві частини (18) та (20) на вираз

к к +1
V х +V Уз-1.3 +м
3=1 3=1

(к  + 3) еп -  3е1
що згідно (22), (29) є одиницею. Одержимо

Х1 + У0,1 = 3е1 - (к  + 3) еп

(  к к+1
V  х  + V  Уз-1.з + 11

V 3=1 3=1
(30)е1
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хк + Ук,к+1 — Ті— ^ ------т~
(к  + 3) Єп -  3е1

або після спрощення

(  к к+1
X  х  + X  Уі-и  + и

V з —1 з —1 )
(31)

[ 4е1 -  (к  + 3) ̂  ] х1 + е1 X х  ̂ + [ (к  + 3) Єп -  2е1 ] У0,1 +
З—2

к +1
+Є1X Уз-1,3 + Є1и — 0, (32)

З—2
к-1 к

Єп X х3 + [ 3Є1 -  (к  + 2) Є» ] хк + Єп X Уз-1,3 +
3—1 3—1

+ [ 3е1 - (к  + 2) еп ] Укк+1 + епи — 0 (33)

К рок 4. Робимо заміну змінних згідно (8). Маємо задачу
к

[(к  + 1) еп -  е1 ] X с ^ . ^  тах,
з—1

що еквівалентно ( 1), за умов:

[ 4е1 - ( к  + 3) еп ] X 1 + е1 X |X  ̂ + [(к  + 3) еп -  2е1 ] У0,1 +
З —2

к+1
+Є XI -1,  + е1V — 0; (34)

З—2

X  ̂ -1 -  X і + У -1, , — 0 У і  є 3 \ ; (35)

к-1
еп X X 3 + [ 3е1 -  (к  + 2) еп ] X к + еп X У3-1,3 +

3—1 3—1

+ [3е1 - ( к  + 2) еп ] Ук,к+1 + е у  — 0; (36)

к к +1
X X ^+X 1^ + у —«■ (37)
3—1 3—1
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К рок 5. В кожному з рівнянь (34)-(36) в лівій частині відні­
мемо власну невід’ємну змінну Ж̂ -1 д (з тими індексами, з якими

входить у відповідне рівняння змінна ¥у-1у ), V] є -  в (35);

Ж, ,1 в (34), Жк к+1 -  в (36)). Коефіцієнт при Ж}.-1 позначимо 

а з_1 3 Vі є 3 \+1 ={1,2,... ,к  +1} . В (37) введемо змінну Жк+1к+2 з 
коефіцієнтом а к+1 к+ 2.

Твердження 2. Коефіцієнт а ]-1 і V] є ^к+1 обчислюється так:

а 0, 1 = 4е1 -  (к + 3)еп + е1 (к — 1) + [ (к + 3)еп — 2е1 ] + (к +1)е1 + е1 =

= е1 (4 + к -  2 + к +1 +1) = (2к + 3 )е1 ;

а 3-1,3 = 1 - 1 + 1 = 1 У є -У ;

а к,к+1 = еп (к -  1) + 3е1 -  (к + 2) еп + епк + 3е1 -  (к + 2 ) еп + еп =

= 6Є1 + Єп (к — 1 — к — 2 + к — к — 2 +1) = 6Є1 — 4еп. 

а і +1 і+2 = к + к +1 + 1 = 2 (к + 1) .

Після кроку 5 маємо задачу:
п к + 2
Е е .х. - М У  Ж , . ^  тахЗ З З~1>3
3 = 1 3=1

к к + 2
[ 2е1 -  (к + 1) еп ] Х 1 + е1 у  х ^ + (к + 1)е„¥0д + е1 у  у і-и  +

3=2 з=2
+е1У - ( 2к + 3) е1Ж0 д = 0, (38)

Х - 1 -  Х  + ¥з-1,з -  Ж -1,3 = 0  V  є X  (39)
к-1 к

еп У  Х 3 + (е1 -  кеп ) Х к + еп У  ¥3-1,3 + (е1 -  кеп )¥к,к + 1 + ЄпУ -
3=1 З=1

- ( 6Є1 -  4еп )Жк,к+1 = 0, (40)
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к к+1
V  + V  г;-и  + V -  2 (к + 1) +1,к+2 = 1. (41)
і=1 І=1

Зауважимо, що г = к  +1, отже N  = к  + 2г +1 =
= к  + 2к + 2 +1 = 3 (к  +1).

Висновки. Одержано симплексну форму многогранника спо­
лучень з необмеженими повтореннями. Як напрямок подальших 
досліджень доцільно дослідити її використання в задачах 
оптимізації на сполученнях.
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